14. Rachunek prawdopodobienstwa

\
Permutacja n-elementowego zbioru A nazywamy kazdy n-wyrazowy cigg utwo-

rzony ze wszystkich elementéw tego zbioru.
Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest n!.

Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z rdéznych elementéw zbioru A nazywamy

k-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru A.

Wszystkich k-elementowych wariacji bez powtdrzen zbi(?ru n-elementowego jest:
ni

n(n—l)(n—k+1)=(7_—k—);

Kazdy k-wyrazowy ciag, w ktérym wyrazy mogg si¢ powtarzac, utworzony z ele-
mentéw zbioru A nazywamy k-elementowa wariacja z powtérzeniami zbioru A.
Wszystkich k-elementowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego
jest n*.

Niech Q bedzie zbiorem wynikéw pewnego do$wiadczenia (zbiorem zdarzen ele-
mentarnych). Jesli wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne
(zdarzaja sie réwnie czesto), to prawdopodobienstwo zdarzenia A C €2 wyraza
wzOr:

F(4)=

<A

Niech 2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktérym zostato okreslone praw-
dopodobiefistwo P, i niech A, B C . Wowczas:

1. P(A) > 0 oraz P(A) < 1, 3. jesli A C B, to P(A) < P(B),
2. P0) =0, P(R) =1, 4. P(A") =1- P(A).
Dla dowolnych zdarzen A, B C 2 mamy:
P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AN B).
Jedli zdarzenia A, B C Q wykluczaja sie (AN B = 0), to:
\ P(AUB) = P(A) + P(B). F

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe

1. Dane sg zbiory A = {1,3}, B = {2,5,7} i C = {0, 3,6, 9}. Ile jest wszystkich liczb
trzycyfrowych, ktorych pierwsza cyfra nalezy do zbioru A, druga - do zbioru B,
a trzecia — do zbioru C? Ile wérédd tych liczb jest liczb parzystych, a ile — podziel-
nych przez trzy?
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Ile réznych liczb mozna otrzymaé. zmieniajac kolejnoéé cyfr w liczbie:
a) 312, b) 5467, c) 2315077

Tworzymy kody. w ktérych na poczatku wystepuja cyfry. a nastepnie litery. Tle
jest takich kodéw, jezeli wykorzystujemy wszystkie litery i cyfry ponizszego kodu
oraz cyfry i litery nie moga sie powtarzaé?

a) 3bABC b) 2468EF c) 235TADGHF

Numery pewnej serii dowoddw osobistych skladaja si¢ z trzech liter i z szesciu
nast¢pujacych po nich cyfr. Oblicz. ile moze byé¢ dowodéw z takimi numerami.
jezeli jedyne wyst¢pujace litery to A, P i R (moga si¢ one powtarzaé) oraz:

a) cyfry sie nie powtarzaja. b) cyfry moga sie powtarzaé.

Ile jest liczb trzycyvfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko eyfry 1, 3.5, 71 8
oraz:

a) zadna cyfra sie nie powtarza. b) cyfry moga sie powtarzac?

Ile jest liczb:

a) trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuja cyfry 0 i 3 oraz zadna cyfra sie
nie powtarza.

b) czterocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuja cyfry 0, 1. 5 oraz zadna cyfra
sie nie powtarza,

¢) pieciocyfrowych, w ktorych zapisie zadna cyfra sie nie powtarza?

Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry:
a) 1, 2, b) 0, 1, ¢ 0;1,2, d)o, 1,2 37

Ile jest liczb:

a) trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra 0.

b) parzystych trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuja cyfry 2 i 3,
¢) nieparzystych czterocyfrowych?

Rzucamy trzy razy zetonem, ktorego jedna strona jest biala, a druga czarna.
Niech zdarzenie A oznacza, ze wypadla co najwyzej jeden raz strona biala, B ze
wypadla co najwyzej dwa razy strona biala, C' - Ze ani razu nie wypadla strona
czarna. Ktére ze zdarzen: ANC, ANB, BUC i B'NA jest zdarzeniem niemozliwym,
a ktore - zdarzeniem pewnym?

Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: 4 - suma oczek
jest rowna 7. B — iloczyn oczek jest réwny 6. Oblicz prawdopodobiefnstwo zdarzen
A . B . A.B,AND oraz AU B.
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Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A — reszka
wypadia nie wigeej razy niz orzel, B — orzel wypad!l co najwyzej dwa razy. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzen: A, B, A\ Bi DB\ A,

W urnie jest 20 kul ponumerowanych od 1 do 20. Wyjmujemy losowo jedng kule.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie to kula o numerze:

a) wickszym od 8, b) podzielnym przez 5, ¢) bedacym liczby pierwszy.

W pewnej klasie jest 16 dziewezat i 14 chlop-
cow. Uczniom tej klasy zadano pytanie: ,Czy
bvles w gérach?”. Na diagramie przedstawiono
wyniki ankiety. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze losowo wybrana osoba z tej klasy:

__|tak ' nie

—

a) jest dziewczyna i byla w gorach,

b) nie byla w gérach. dziewczeta chlopey

Losujemy jedna liczbe spodrod liezb naturalnyeh dwuceyfrowyeh. Oblicz prawdo-
podobicnstwo, ze ta liczba jest podziclna precz 11,

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen AUB, ANB, A\ Bi B\ A, jezeli P(A) = 0.8,
P(B)=05iBC A

a) Oblicz P(AN B) i P(A\ B), jezeli wiadomo, ze P(A) = 0,3, P(B) = 0,8
i P(AUB) =1009.

b) Oblicz P(ANDB) 1 P(B\ A), jezeli wiadomo, ze P(A) = 0,6, P(B) =071 AUB
jest zdarzeniem pewnymn.

¢) Oblicz P(AU B) i P(A\ B), jezeli wiadomo, ze P(4) =

jest zdarzeniem niemozliwym.

. P(B)=2iANB

s | —

. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, wiedzac, ze:

PlA)
pa) ~ %

a) 9P(A)- P(A') =2, b)

W pierwszej urnie jest 8 kul bialych i 2 czarne, a w drugiej urnie sa 2 kule biale
i n czarnych. Prawdopodobienstwo wylosowania czarnej kuli z pierwszej urny jest
o 0.2 mniejsze od prawdopodobienstwa wylosowania bialej kuli z drugiej urny.
Oblicz n.
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Zestaw B. Test jednokrotnego wyboru

8 8

94

Ile jest liczb trzycyfrowych mniejszych od 500, w ktorych zapisie wystepuja jedynie
cyfry 2, 31 7 oraz cyfry moga si¢ powtarzac?
A.18 B. 27 C. 32 D. 42

Ze zbioru liczb trzyeyfrowych podzielnych przez 5 i mniejszych od 200 wybieramy
losowo jedna liczbe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie to liczba podzielna
przez 107

Al B. & ¢ D.12

2 40

@
Sle

Dany jest zbiér punktéw plaszczyzny o wspélrzednych (z,y). gdzie = i y sa licz-
bami calkowitymi takimi, ze x| = 2 i |y| = 1. Z tego zbioru losujemy jeden
punkt. Prawdopodobienstwo, ze jest to punkt, ktorego wspoélrzedne speiniajg wa-
runek xr + y = 3, jest réwne:

Al B. 1, C.

4 3 D 1.

1
29
W pewnej grze rzucamy kostka i moneta. Liczba zdobytych punktéow rowna sig
sumie liczby wyrzuconych oczek oraz liczby uzyskanych ortéow. Prawdopodobien-
stwo, ze w jednym rzucie uzyskamy 7 punktow, jest rowne:

1 1 o L
A, g B %, C % D..5.
Rzucamy trzema kostkami do gry. Prawdopodobienstwo, ze iloczyn liczby oczek
otrzymanych na tych kostkach jest rowny 5. wynosi:

A L, B. &, C. s, D. 5.
Dane sa zdarzenia A, B C (2. Ile wynosi prawdopodobienstwo zdarzenia A, jesli
P(AUB)= £, P(ANB)=%,a P(B) = %?

15° 157
A. B. & G 2 D.

B & A 2

5 15 10 15

Dane sa zdarzenia A, B C £ takie, ze P(A) = P(B) = . Jedli P(ANB) = §, to
suma P(A\ B) + P(B\ A) jest réwna:

A B B. & C. I, D.

7
16° 16° 16° 16"

Dane sa zdarzenia A, B C () takie, ze P(A) =2 - P(B) i P(AN B) = &. Jedli

12
zdarzenie A U B jest zdarzeniem pewnym, to P(A) — P(B) réwna sie:
1 S 13 1
A. 3, B. %, G 35, B3
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Zestaw C. Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1. (2 pkt)

Oblicz, na ile sposobéw mozna przypisaé pieciu zawodnikom koszulki wybrane spo-
érod koszulek o numerach 1, 2. 3, 4. 51 6. Ile jest sposobdw przydzielenia koszulek
tym zawodnikom, jedli nie wykorzystujemy koszulki o numerze 47

Zadanie 2. (2 pkt)

Sposrad szesciu uczniow wybieramy przewodniczacego klasy i jego zastepee. Zastepcea
moze zostaé¢ kazdy z tych uezniéw, a przewodniczacym — tylko jedna z czterech osob
wvbranych sposrdd tej grupy. Oblicz, na ile sposobdéw mozna dokonaé¢ wyboru.

Zadanie 3. (2 pkt)
Ile jest liczb czterocyfrowych takich, ze pierwsza i ostatnia cyfra sa takie same?

Zadanie 4. (2 pkt)

W urnie jest 6 kul bialych, 3 kule czarne i pewna liczba kul niebieskich. Oblicz, ile
jest kul niebieskich, jezeli prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej z tej urny
1

Wwynosi 3.

Zadanie 5. (2 pkt)

Rozwazmy wszystkie liczby dwueyfrowe, w zapisie ktdryeh uzyto wylacznie cyfr 0, 1,
2. 51 6, przy czym cyfry moga sie powtarzaé. Sposrod tych liczb wylosowano jedna.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze jest to liczba podzielna przez 5.

Zadanie 6. (2 pkt)

W pilerwsze) urnie sa 2 kule biale 1 4 kule czarne. W drugie) urnie jest 1 kula biata
i 3 kule czarne. Z kazdej urny losujemy po jednej kuli. Zdarzenie A polega na wy-
losowaniu kul o takim samym kolorze. Sprawdz, czy zdarzenia A i A’ sa jednakowo
prawdopodobne.

Zadanie 7. (2 pkt)

Pewna firma w trzech oddziatach: I, 1I 1 IIL. Procent oséb, ktore
zatrudnia odpowiednio: 75, 45 1 30 pracow- odpowiedzialy TAK
nikow, Wsérdd wszystkich pracownikéw prze- I i

prowadzono ankiete, w ktérej zadano pyta-
nie: ..Czy jestes zadowolony ze swojej pracy?”.
Wyniki przedstawiono na diagramie. Oblicz I |
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany pra-
cownik jest zadowolony ze swojej pracy.

11 |

0% 209 4058 60% BOSE 00%

Zadanie 8. (2 pkt)
Oblicz P(A\ B), jezeli wiadomo, ze P(A) = %, P(B) = § oraz P(AU B) = {..
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Zestaw D. Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 1. (3 pkt)

W pewnym systemie zabezpieczajacym komputer generuje czteroelementowe kody
dostepu skltadajace sig z eyfr i liter. Tle jest takich koddw zawicrajacych dwie rézne
eviry i dwie rézne litery spoéréd 24 liter alfabetu, jezeli cyfry umicszczone sa przed
literami? Czy jest ich wigcej niz 500007

Zadanie 2. (4 pkt)

Kod sejfu sklada si¢ z 6 réznych cyfr. Na weisniecie jednej cyfry potrzeba srednio
1 sekundy. Oblicz, ile minut zajmie w najgorszym razie otwarcie sejfu wilascicielowi,
ktory nie pamicta kolejnodei eyfr, ale:

a) pamieta wszystkie cyfry. b) pamieta pigé cyfr.

Zadanie 3. (3 pkt)
Spoérad liczb czterocyfrowych, w ktéryeh zapisie wykorzystano tylko eyfry 01 1,
wylosowano jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo, ze dzieli si¢ ona przez trzy.

Zadanie 4. (3 pkt) — Matura prébna, styczen 2009

Sposrod eyvfr 1. 2, 3, 4. 5, 6 losujemy kolejno dwa razy po jednej cyfrze ze zwraca-
niem. Tworzymy liczbe dwucylrowa w ten sposob, ze pierwsza z wylosowanych cyfr
jest cyfra dziesiatek, a druga - evfra jednosci tej liczby. Oblicz prawdopodobienstwo
utworzenia liczby wigkszej od 52.

Zadanie 5. (3 pkt)

W urnie jest dziesic¢ kul ponumerowanych od 1 do 10. Losujemy dwie kule. Czy
bardziej prawdopodobne jest, ze druga z wylosowanych kul bedzie miala dwa razy
wickszy numer od pierwszej kuli w przypadku losowania bez zwracania czy ze zwra-
caniem?

Zadanie 6. (4 pkt) - Informator CKE

Dane sa dwa pojemniki. W pierwszym z nich znajduje sie 9 kul: 4 biale, 3 czarne
i 2 zielone. W drugim pojemniku jest 6 kul: 2 biate, 3 czarne i 1 zielona. Z kazdego
pojemnika losujemy po jednej kuli. Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania dwoch
kul tego samego koloru.

Zadanie 7. (4 pkt) — Matura, maj 2008

Rzucamy dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobien-
stwo kazdego z nastepujacych zdarzen:

a) A — w kazdym rzucie wypadnie nieparzysta liczba oczek.

b) B suma oczck otrzymanych w obu rzutach jest liczba wicksza od 9.

¢) C' — suma oczek otrzymanych w obu rzutach jest liczba nieparzysta i wigksza od 9.
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Zadanie 8. (3 pkt)

W urnie jest pieé¢ kul bialyvch o numerach 1, 2, 3, 4, 5 oraz trzy kule czarne o numerach:
1. 2. 3. Losujemy bez zwracania dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze pierwsza
wylosowana kula bedzie biala. a druga bedzie miala numer 1.

Zadanie 9. (3 pkt)
W trzech urnach: I, IT i III jest po n kul. Kule sa dwdéch kolordw — biale i czarne.
przy czyvin bialych kul jest w kolejnych urnach odpowiednio 2, 3 i 4. Z kazdej urny
losujemy jedna kule. Oblicz n, jezeli wiadomo. ze prawdopodobienstwo wylosowania
trzech kul bialych wynosi .

Zadanie 10. (5 pkt) [ ] daiewezeta [ ] ehtopey
W klasie Ia jest 12 dziewczat i 8 chlopeow, a w Ib 807 5%

jest 3 dziewczat i 15 chlopeow. Uezniom obu klas za- ]
dano pytanie: ,.Czy lubisz ogladaé¢ mecze pilki noz-
nej’”. Na diagramie przedstawiono procent odpowiedzi  40%
.tak”. Czyv prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana 25%
osoba z klasy Ia lubi oglada¢ mecze pilki noznej jest 20% ﬂ l_|
wieksze niz takie prawdopodobienstwo w klasic Ib?

GUYE ]

klasa la klasa 1b
Zadanie 11. (4 pkt) — Matura, maj 2010
Doswiadczenic losowe polega na dwukrotnyin rzucie symetryezng szescicnna kostka
do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym. e w plerwszyin
rzucie otrzymamy parzysta liczbe oczek i iloczyn liezb oczek w obu rzntach bedzie
podzielny przez 12. Wynik przedstaw w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.

Zadanie 12. (4 pkt) - Informator CKE

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka, ktorej jedna Sciana ma jedno
oczko, dwie Sciany maja po dwa oczka i trzy Sciany maja po trzy oczka. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia: liczby oczek otrzyvmane w obu rzutach réznia sie o 1.

Zadanie 13. (4 pkt)

Rzucamy dwa razy kostka szedcienna, ktérej dwie Sciany maja po jednym oeczku, trzy
sciany maja po dwa oczka i jedna sciana ma cztery oczka. Obliez prawdopodobienstwo
zdarzenia. ze suma wyrznconveh oczek bedzie nieparzysta.

Zadanie 14. (4 pkt)

Prawdopodobienstwo wygrania w pewnej loterii co najwyzej 5 z1 wynosi 0,9, nato-
miast prawdopodobienistwo wygrania co najmniej 5 zl jest rowne 0.2, Oblicz praw-
dopodobienstwo wygrania dokladnie 5 zl.

Zadanie 15. (3 pkt)
Oblicz P(B\ A), jeieli P(A) =21 P(AUB) = 3.
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